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1 WH: Stoff der letzten Woche

Lineare Abbildungen

Definition. Seien V, W Vektorridume iiber dem Korper K, T : V. — W eine wohldefinierte Abbildung.
Dann nennt man T linear, falls:

1. VoweV :Tw+w)=T()+T(w)
2. VYweVVa e K : T(aw) = aT (v).

Grundlegende Eigenschaften. Seien V, W, U Vektorrdume iiber dem Korper K, T : V. — W, S :
W — U lineare Abbildungen. Dann gelten die folgenden grundlegenden Eigenschaften linearer Abbil-
dungen

L T(Ov) == OW
e SoT ist linear
e Die lineare Abbildung 7T ist eindeutig bestimmt durch die Bilder einer Basis von V.

e Jede lineare Abbildung von endlichdimensionalen Vektorrdumen ldsst sich ,in Matrix-Form*“
darstellen, d.h. von der Form T'(v) = Aw fiir eine Matrix A € Mat,, ,,, wobei n = dim(V), m =
dim(W).

2 Organisatorisches

e Bitte Umfrage ausfiillen! Wie abgemacht gibt es eine kleine Belohnung, falls ich zahlreiche und
ausfiihrliche Riickmeldungen erhalte.

e Erinnerung: Serie wie folgt abspeichern: #(Seriennummer)_NachnameVorname, z.B.: 4_KarlLeopold.

e Erinnerung: Namen im oberen rechten Eck der ersten Seite der Serie notieren!

3 Losung Quiz 6

Frage 1. Sei T; : R? — R3 gegeben wie unten. Welche dieser Abbildungen sind linear?
1. Ty (x,y,2) = (|z], —2,0)
2. To(z,y,2) = (x,2,2 — x)
3. Ts(z,y, 2) = (z,yz, x)

Losung 1. 1. Nein: (—1)-7((1,1,1)) = (=1,1,0) # (1,1,0) = T((=1) - (1,1,1)).




2. Ja: Uberpriife Def. einer linearen Abbildung.
3. Nein: 2-T(1,1,1) = (2,2,2) # (2,4,2) =T(2- (1,1,1))

x
eV iz4+y+z=0CVudW={[0) eV ]|zeR}CV

xT

Frage 2. Sei V=R3 U = {

IS

Untervektorrdume von V. Ist W ein Komplement von U?

Lésung 2. Zuerst bemerken wir, dass WNU = {0}, da x + 2 =0 = x = 0. Aulerdem bemerken

1 1 1
wir, dass W= ([0 |)und (| 0 |,|—1]) CU (eigentlich gilt auch bei U Gleichheit; Da wir diese
1 -1 0

aber nicht bené6tigen und dafiir z.B. lineare Unabhéngigkeit tiberpriifen und einen Dimensionsvergleich
durchfithren miissten, arbeiten wir mit der Inkludion).

1 1 1 1 1 1
Behauptung: R® = (w) + (ug,u2) = ([0 + ([ 0 ),[-1|)=({o],l 0 |,[-1]) C
1 -1 0 1 -1 0

W+ U C R3.

Beweis. Das einzige, was zu zeigen ist, ist die erste Gleichung. Fiir diese geniigt es zu zeigen, dass
(w,u1,us) eine Basis von R? ist. Sobald wir gezeigt haben, dass diese drei Vektoren linear unabhéngig
ist, kénnen wir sofort aus einem Dimensionsvergleich (dim((w,u1,uz)) = 3 = dim(R?)) schliefen, dass
(w,u1,us) eine Basis von R? ist. Wir zeigen also lineare Unabhiingigkeit: Seien dazu A, Aa, A3 € R :

1 1 1
AMur +xus+A3w=A1 | 0 |+ | —-1]+A3|0] =0. Dann folgt aus der zweiten Komponente
-1 0 1

der Vektorgleichung, dass Ay = 0 und in weiterer Folge aus der ersten Komponente (A; + A3 = 0)
gemeinsam mit der dritten (—\; + A3 = 0), dass Ay = A3 = 0 und somit lineare Unabhéngigkeit. [

4 Theorie & Beispiele

1. Lemma. EZU’s erhalten den Spaltenrang.

Beweis. Da EZU’s invertierbare Matrizen sind, folt mit Aufgabe 6 der Serie 5, dass die maximale

linear unabhéngige Teilmenge der Spalten von B = [ b; ... by, | gleich der maximalen linear
| |
| |
Unabhéngigen Teilmenge von A- B = | Aby ... Ab, | ist, wobei A eine EZU ist. Dies heifit
| |
aber per Definition des Spaltenrangs gerade Spaltenrang(B) = Spaltenrang(ADB). O

2. Bsp. Endlich-Dimensionalitat: K™, Mat, x.,
Gegenbsp: Raum der Folgen (iiber K) O Raum der Folgen, die fast iiberall null sind.

3. Um auf diese Art und Weise auch den Zeilenrang zu berechnen, betrachte man die Transponierte

Matrix: Ist B = | b1 ... b, | € Mat,, m, so ist die Transponierte von B definiert als BT =
| |

— b —

—_ b, —




4. Intuition Komplement im R? und R? (an Tafel).

5. Zerlegung von Vektorrdumen in Untervektorrdume
Zerlege in min. zwei Untervektorrdume: (e, eg, e3) C C* K[X] (e.g. K[X] = Uep @ Upga = (X" |
n=90)® (X" |n=y1));

1 1
Finde einen komplementiiren Untervektorraum W zu U = ({|2],[1]}) € R3, d.h. einen
0 2

Untervektorraum W C V, sodass U W =V, also U+ W =V und UNW = {0y }.

6. Intuition Quotientenraum im R? und R3 (an Tafel); fiir formale Definition siehe Serie 6, Aufgabe
4.
5 Serie 6 - Vorbesprechung

Beispiele und Berechnungen von linearen Abbildungen, Komplementen und Spalten- und Zeilenrang,.
Wichtiges theoretisches Resultat: Der Quotientenvektorraum (Aufgabe 4).
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