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1 Uberblick: Stoff der letzten Wochen

e Minimalpolynom
e Satz von Cayley-Hamilton

e FEuklidische und unitire Vektorrdume

2 Priasentationen: Serie 17

1. Prasentation A4: Jonas Arndt & Kaito Fuss
2. Préasentation Ab5: Paul Wunderlich & Riccarardo Celori

3. Préasentation A6: Adrian Corel & Yossif Marinov

3 Anmerkungen zur Serie 17

e ad Al: Der Eigenraum ZU EINEM EIGENWERT FEigr(\) hingt stets von einem Eigenwert
ab. Insbesondere spricht man nicht von dem Eigenraum eines Vektorraums, den einige von euch
gerne als Figp = |J, Eigr(\;) definiert hétten.

o ad A4: i) Siehe S6 A5
ii) Beweisen wir folgende allgemeinere Behauptung: Sei U eine linear unabhéngige Menge von
Vektoren in einem beliebig-dimensionalen Vektorraum V iiber dem Korper K. Dann ldsst sich
U zu einer Basis erweitern. Bemerkung: Wir definieren eine Basis hier als V erzeugende, linear
unabhéngige Teilmenge von V.

Beweis. Sei U C V eine Teilmenge linear unabhingiger Vektoren in V. Sei W = (U). Da W
ein Untervektorraum von V ist, ist der Quotientenvektorraum V' \ U wohldefiniert. Da C auf
den linear unabhéngigen Teilmengen von V/U ein Halbordnung (Reflexivitit, Antisymmtrie,
Transitivitidt) definiert und jede C-Kette durch V/U begrenzt ist, finden wir mit dem Lemma




von Zorn (dquivalent zum Axiom of Choice, verweis auf Grundstrukturen) eine maximale linear
unabhéngige Teilmenge Z C V/U. Somit ist Z’ := {v|v + U € Z} UU immer noch linear
unabhéngig und erzeugt ganz V, da wir sonst einen Widerspruch zur Maximalitdt von Z erhalten
wiirden. O

ad A6: Aufgepasst: Wir wollen die diversen Summanden, die bei der Definition von den Koeffi-
zienten c¢; vorkommen, nicht mehrfach zéhlen! Ordne also die Indizes.

4 Besprechung Quiz 5

1.

2.

3. (a) Falsch. Betrachte <

(a) Falsch: Sei K =R, A =

(a) Wahr, da, weil die Eigenwerte paarweise verschieden sind, gilt, dass: VA : mg(A) = mgy(A) =1

(paarweise verschieden == m,()\;) < 1; A; Eigenwert = my,(\;) > 1). Damit und auf-
grund der Tatsache, dass Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten linear unabhéngig
sind, finden wir eine Basis aus Eigenvektoren, was nach der Charakterisierung der Diago-
nalisierbarkeit dquivalent zur Diagonalisierbarkeit von A ist.

Wiren die Eigenwerte nicht paarweise verschieden, so gilt die Aussage hingegen nicht. Be-

1 1 0
trachte dazu {0 1 0] und bemerke, dass Eiga(1l) = (e1), wir aber zwei Eigenvektoren
0 0 2

zum Eigenwert 1 benotigen wiirden, um eine Basis aus Eigenvektoren zu "bauen” (hier ist
dim V>3 dimFEiga(\;).

(b) Wahr, haben wir schon in (a) gezeigt
(c) Falsch, wir haben in (a) gezeigt, dass VA : mg(A) = mg(X) =1

(1) g ,P=1,,B=1,Q = A. Dann gilt mit direkter Rechnung;:

chara(\) = (1= A\)(2 = \) £ (1 — \)? = charp().

(b) Falsch: Verwende dasselbe Gegenbeispiel wie in (a) und bemerke, dass Spur(A) =3 # 2 =

Spur(B)

(c) Wahr. Beweis in mehreren Variationen:

i. Die direkte Variante: Sei A = PBQ mit A, B € Mat,x,(K),P,Q € GL,(K). Sei nun
auch A € GL,(K). Dann ist B = P~ AQ~! und somit als Produkt von invertierbaren
Matrizen selbst invertierbar (mit Inversem QA~!P).

ii. Beweis mit der Determinante: Sei A = PBQ mit A, B € Mat,«»(K),P,Q € GL,(K).
Sei nun auch A € GL,(K). Dann gilt fiir C € {A, P,Q} : det(C) # 0. Somit ist aber
auch det(B) = det(P~tAQ ™) = det(P~1)-det(A)-det(Q~! # 0, da keiner der Faktoren
gleich null war (det(C~1) = ﬁ((})) Als Folge erhalten wir B € GL,(K).

iii. Beweis mit Eigenwerten/Kern: Da Ker(C) = {0} fiir C € {4, P71, Q1}, folgt sofort
ker(B) = ker(P~*AQ™1) = {0}

) 0 . . . -
(l) 1) mit \y =i, Ao =1# —i =1




(b) Wahr. Wie letzte Stunde schon besprochen, ist lambda € C eine Nullstelle eines reell-
wertigen Polynoms gdw. A eine Nullstelle des Polynoms ist.

(c) Falsch. Betrachte dasselbe Gegenbeispiel wie in (a): Figa (i) = Eiga(—i) = {0} # Eiga(i) =

(e1) = (e1)

5 WH Diagonalisierbarkeit

In der Vorlesung habt ihr gesehen, dass eine Matrix A diagonalisierbar ist g.d.w.:
e cine Basis von V aus Eigenvektoren von A existiert;

e das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt und fiir alle Eigenwerte die geometrische
Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist;

e die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich der Dimension des Vektorraums ist;

e der Vektorraum als direkte Summe der Eigenrdume geschrieben werden kann.
Fragen zur Diagonalisierbarkeit:

1. Wann ist ein Jordanblock diagonalisierbar?

2. Berechne Jg’n fir alle n,j € N.

6 Das Minimalpolynom & Der Satz von Cayley Hamilton

Ein paar Definitionen und Sitze (WH aus Vorlesung):

e Def. - Lemma (Minimalpolynom): Sei T ein Endomorphismus auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum iiber dem Korper K. Dann existiert ein eindeutiges Polynom My, das
(i) normiert ist
(ii) Vp € It := {q € P, (K) : ¢(T) = 0} : My|p erfiillt oder #quivalent dazu: It = {g - Mr|g €
Klz]}

Beweis. Polynomdivision (mit Rest); ausfiihrlicher in Stunde. O

e Lemma (Eigenwerte von ”Polynom-Endomorphismen”): Sei p € P, (K), T ein Endomorphismus
auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum tiber dem Koérper K. Dann gilt: Ist v ein Eigenvektor
von T zum Eigenwert A, so ist p(v) ein Eigenvektor zum Eigenwert p(\) von p(T).

Beweis. p(T)v = a,T"v + ... + a1Tv + agv = apA"v + ... + a1 v + agv = p(A)v O

e Cayley-Hamilton: Fiir das charakteristische Polynom pr()) eines Endomorphismus T auf dem
endlichdimesionalen Vektorraum V gilt: pr(T) =0

Beweis. Hier nur fiir diagonalisierbare Endomorphismen (aus Fischer), mehr oder weniger direkt
mit vorigem Lemma:

Sei A = [T] in einer beliebigen Basis. Da T diagonalisierbar ist, finden wir B aus Eigenvektoren
mit A = B~'DB, D diagonal mit EW als Diagonaleintréige. Somit gilt:

pa(A) = B~'p(D)B = B~10,x,B = 0. O




Ein paar Aufgaben

. Eine (schwierigere) Aufgabe:
Beweise oder widerlege: Es existiert eine reelle n x n-Matrix, die die Gleichung A?+2A+51,, =0
erfiillt g.d.w. n € N,.

. Was ist das Minimalpolynom einer blockdiagonalen Matrix mit der Eigenschaft, dass alle Block-
matrizen (auf der Diagonalen) Jordan-Blocke sind?

. Zeige, dass drei der Bedingungen in der Definition eines Skalarprodukts ausreichen (die vierte
implizieren). Um welche handelt es sich?

. Zeige, dass A € Mataxo, A symmetrisch, positiv definit ist <= a1 > 0 A det(A4) > 0.
. Zeige, dass (-, ") prob : Mat,xn(C) x Mat,xn(C) — C := Spur(AT B) ein Skalarprodukt ist.
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